MATRIZEN [Matrix]

Neuronale Netzwerke
Kl Berechnungen und Formeln

Matrizen sind ein zentraler Bestandteil in neuronalen Berechnungen,
insbesondere in kinstlichen neuronalen Netzwerken. Sie dienen dazu, grofe
Mengen von Daten effizient zu verarbeiten und zu manipulieren. Hier sind die
Hauptverwendungszwecke:

A: Darstellung von Daten und Gewichten:

o

Eingabedaten, Gewichte und Ausgaben in neuronalen Netzwerken
werden oft als Matrizen dargestellt. Zum Beispiel kann eine
Eingabe (z. B. ein Bild) als Vektor oder Matrix gespeichert
werden, wahrend die Gewichtungen der Verbindungen in einer
Gewichtsmatrix organisiert sind.

B: Matrixmultiplikation fiir Linearkombinationen:

o

Die Berechnung der gewichteten Summe von Eingaben erfolgt
durch die Matrixmultiplikation. Jede Neuronen-Schicht
verwendet diese Operation, um Eingaben mit Gewichtungen zu
kombinieren und an die ndchste Schicht weiterzuleiten.

C: Effiziente Transformationen:

o

Matrizen ermdéglichen Transformationen wie Rotationen,
Skalierungen oder Ubersetzungen in Bilddaten oder anderen
Eingaben. Dies ist besonders wichtig bei der Verarbeitung von
Bildern und Daten in Convolutional Neural Networks (CNNs).

D: Parallelverarbeitung:

o

Matrizenoperationen sind hochgradig parallelisierbar, wodurch
sie ideal fur Berechnungen auf GPUs oder TPUs sind. Das
beschleunigt das Training und die Ausfuhrung neuronaler
Netzwerke erheblich.

E: Backpropagation und Gradientenberechnung:

o

In der Ruckwéartspropagation werden Matrizen verwendet, um
Gradienten effizient zu berechnen, die benétigt werden, um die
Gewichtungen in neuronalen Netzwerken zu aktualisieren.

Zusammengefasst: Matrizen dienen als strukturelles und rechnerisches
Fundament fur die Darstellung und Berechnung in neuronalen Netzwerken.
Sie ermaglichen es, Daten und Gewichtungen effizient zu verarbeiten,
Transformationen durchzufihren und Optimierungsprozesse wie das Training
zu beschleunigen.
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A: Darstellung von Daten und Gewichten:

Eingabedaten, Gewichte und Ausgaben in neuronalen Netzwerken werden oft
als Matrizen dargestellt. Zum Beispiel kann eine Eingabe (z. B. ein Bild) als
Vektor oder Matrix gespeichert werden, wahrend die Gewichtungen der
Verbindungen in einer Gewichtsmatrix organisiert sind.

Die Darstellung von Daten und Gewichten in neuronalen Netzwerken mittels
Matrizen ist essenziell, um die Rechenoperationen effizient durchzufihren. Hier ist
eine detailliertere Betrachtung der Hauptaspekte:

Beschreibung im Detail

1. Darstellung von Eingabedaten:

Daten als Vektoren oder Matrizen:

@)

Eingabedaten, wie Bilder, Audio oder Text, werden in numerische
Werte umgewandelt.

Ein Bild wird oft als Matrix gespeichert, wobei die Elemente die
Pixelwerte darstellen (Graustufen oder RGB-Werte). Zum
Beispiel:

64 32 16

Bild als Matrix: [

255 128 0 }

Textdaten werden durch Einbettungen (z. B. Word Embeddings)
in Vektoren Ubersetzt.

Batch-Verarbeitung:

@)

Haufig werden mehrere Eingaben gleichzeitig verarbeitet, z. B.
mehrere Bilder in einem Batch. Diese Eingaben werden in einem
Tensor organisiert, einer Erweiterung von Matrizen zu
mehrdimensionalen Arrays.

2. Darstellung von Gewichten:
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Gewichtsmatrix in neuronalen Schichten:

o

In einem kunstlichen Neuron wird jede Eingabe mit einem
Gewicht multipliziert. Fur mehrere Neuronen und Eingaben wird
dies als Matrixmultiplikation dargestellt.

Die Gewichte einer Schicht werden in einer Gewichtsmatrix
organisiert. Fur eine Schicht mit nnn Eingaben und mmm
Ausgaben hat die Gewichtsmatrix die Dimension mxnm \times
nmxn.
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Beispiel: Eine Gewichtsmatrix fiir drei Eingaben und zwei Neuronen:

W = I:?-’Ull Wiz 1‘..I'_113:|

W1 Wy W23

Hier steht w;; fiir das Gewicht der Verbindung von Eingabe j zum Neuron i.

« Bias-Werte:

Zusatzlich zu den Gewichten wird haufig ein Bias-Wert verwendet, um die
Flexibilitat der Neuronen zu erhéhen. Diese Werte werden entweder als
separater Vektor oder in der Gewichtsmatrix integriert dargestellt.

3. Darstellung von Ausgaben:

Nach Anwendung der Gewichtsmatrix auf die Eingaben (Matrixmultiplikation)
entsteht ein Ausgabematrix oder Vektor, der die Aktivierungen der nédchsten
Schicht darstellt.

Beispiel:

* Fiir Eingaben X = [z1, 2, 23], Gewichte W und Bias b berechnet sich die Ausgabe Y als:

Y=W-X+b

Mit T als Matrix, X als Eingabevektor und b als Bias-Vektor.

Vorteile der Matrizen-Darstellung:

o Effizienz: Matrizen ermoéglichen eine kompakte Darstellung grof3er
Datenmengen.

o Kompatibilitdt mit Hardware: GPUs und TPUs sind fur
Matrizenoperationen optimiert, was hohe Rechengeschwindigkeiten
erlaubt.

o Flexibilitat: Die Struktur erlaubt einfache Anpassungen fur
verschiedene Arten von Daten (z. B. Bilder, Text, Audio).

Die Darstellung von Daten und Gewichten als Matrizen bildet somit die

Grundlage fur die effiziente Implementierung neuronaler Netzwerke und deren
Training.
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B: Matrixmultiplikation fiir Linearkombinationen:

Die Berechnung der gewichteten Summe von Eingaben erfolgt durch die
Matrixmultiplikation. Jede Neuronen-Schicht verwendet diese Operation, um
Eingaben mit Gewichtungen zu kombinieren und an die nachste Schicht
weiterzuleiten.

Die Matrixmultiplikation ist eine der zentralen Operationen in neuronalen
Netzwerken und wird fur die Berechnung von linearen Kombinationen verwendet.
Sie ermaoglicht es, Eingabedaten mit den Gewichtungen einer Schicht zu
kombinieren, um die Aktivierungen der nachsten Schicht zu berechnen. Hier ist eine
detailliertere Erklarung:

1. Grundprinzip der Matrixmultiplikation in neuronalen
Netzwerken

Gewichtete Summe:

¢ Jedes Neuron in einer Schicht berechnet eine gewichtete Summe der Eingaben:

7
i = E wij - T; + b;
i=1

z;: Ausgabe des Neurons ¢

w;;: Gewicht zwischen Eingabe j und Neuron 2

x;: Eingabe j

b;: Bias-Wert fiir Neuron
Matrixmultiplikation:

e Um dies effizient zu berechnen, werden die Eingaben (X)) und die Gewichte (W) in Form
von Matrizen organisiert. Die gewichtete Summe fiir alle Neuronen einer Schicht lasst sich

dann durch eine einzige Matrixmultiplikation ausdriicken:
Z=W-X+B

Z- Ausgabematrix (Aktivierungen)
W Gewichtsmatrix (72 X 13, m = Anzahl der Neuronen, . = Anzahl der Eingaben)
X: Eingabematrix (n. X 1, Vektor von Eingabewerten)

B: Bias-Vektor (m x 1)

2. Beispiel: Matrixmultiplikation in einer Schicht
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Gegeben:

2. Beispiel: Matrixmultiplikation in einer Schicht

Gegeben:

Iy

e Eingaben: X = [:1:1]

® Gewichtsmatrix:
W11 Wig
W = w1 W
W31 W32
(3 x 2, drei Neuronen, zwei Eingaben)
b1
e Bias: B = |bs
bs

Berechnung:

1. Matrixmultiplikation:

w11 w2 w11 * 1 + wiz -
Z = I-t»‘" . X = |w2 wog | - ¢ W21 * L1 -4 Wag -+
w31 W32 a w31 - 1 + w32 *

2. Hinzufligen des Bias:

w11 &1+ wiz - T2 + by
Z+ B = |wz -x +wx-x2+ b
w31+ T1 + w32 - T2 + b3

Die resultierende Matrix Z enthélt die gewichteten Summen fiir jedes der drei Neuronen.

3. Anwendung auf neuronale Netzwerke

o Lineare Transformationen: Die Matrixmultiplikation reprasentiert die linearen
Transformationen, die durch jede Schicht in einem neuronalen Netzwerk
durchgefuhrt werden.

o Aktivierungen: Nach der Matrixmultiplikation wird in der Regel eine
nichtlineare Aktivierungsfunktion (z. B. RelLU, Sigmoid) auf die Ausgabematrix
angewendet, um die Aktivierungen zu berechnen.

A=Aktivierungsfunktion(Z)

4. Effizienz durch Batch-Verarbeitung

Seite 5 Zusammenfassung aus ChatGPT zum Thema Kl [Al] Januar 2025



Anstatt eine einzelne Eingabe (X)) zu verarbeiten, werden oft mehrere Eingaben gleichzeitig in
einem Batch verarbeitet. Die Eingabematrix hat dann die Dimension 7 X k, wobei k die Anzahl

der Eingaben im Batch ist:

Z=W-.-X+B

Z ist nun eine Matrix mit den Ausgaben fiir alle Eingaben im Batch, was die Berechnungen stark

parallelisiert und beschleunigt.

5. Vorteile der Matrixmultiplikation

o Effizienz: Die Matrixmultiplikation fasst viele gewichtete Summen in einer
Operation zusammen und ist fur parallele Berechnungen optimiert.

o Kompaktheit: Sie reduziert die Komplexitat, indem mehrere Verbindungen
und Operationen in einer einzigen mathematischen Darstellung ausgedrickt
werden.

o Kompatibilitdat mit Hardware: GPUs und andere spezialisierte Hardware sind

fur Matrixmultiplikationen optimiert, was die Verarbeitungsgeschwindigkeit
enorm erhoht.

Die Matrixmultiplikation ist somit das Herzstuck der Berechnungen in

neuronalen Netzwerken und ermaglicht die Verbindung zwischen Schichten
auf eine mathematisch elegante und effiziente Weise.
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C: Effiziente Transformationen:

Matrizen ermaoglichen Transformationen wie Rotationen, Skalierungen oder
Ubersetzungen in Bilddaten oder anderen Eingaben. Dies ist besonders
wichtig bei der Verarbeitung von Bildern und Daten in Convolutional Neural
Networks (CNNs).

Matrizen sind ein machtiges Werkzeug, um effiziente Transformationen wie
Rotationen, Skalierungen und Ubersetzungen von Daten zu erméglichen. Diese
Transformationen sind besonders wichtig bei der Bildverarbeitung und spielen eine
entscheidende Rolle in neuronalen Netzwerken, insbesondere in Convelutional
Neural Networks (CNINs). Hier ist eine detaillierte Betrachtung:

1. Transformationen in der Bildverarbeitung
Transformationen sind grundlegende Operationen, die auf Eingabedaten wie
Bildern angewendet werden kénnen, um sie anzupassen oder neue

Perspektiven zu erzeugen. Matrizen werden dabei verwendet, um diese
Transformationen mathematisch effizient durchzuftuhren.
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Rotation:

* Eine Rotation eines Bildes um einen Winkel & wird durch die Multiplikation mit einer

Rotationsmatrix durchgefihrt:

[t o]

« Wenn ein Pixel oder Punkt P = (&, y) gedreht werden soll, ergibt sich die neue Position P’
durch:

P=R-P

Skalierung:

¢ Um ein Bild zu vergréBern oder zu verkleinern, wird eine Skalierungsmatrix verwendet:

s, 0
S_[O 3:!;]

Hier sind s; und s, die Skalierungsfaktoren in horizontaler und vertikaler Richtung.

* Die Transformation eines Punkts P erfolgt durch:
P=8.P
Translation (Verschiebung):
e Eine Verschiebung wird durch Hinzufiigen eines Translationsvektors T' = (i, ty) durchgefiihrt:
PP=P+T
Kombination von Transformationen:

* Mehrere Transformationen kénnen in einer einzigen Matrix kombiniert werden, indem

Homogene Koordinaten verwendet werden:

Diese Matrix kann gleichzeitig Rotationen, Skalierungen und Translationen durchfihren.

2. Bedeutung in Convolutional Neural Networks (CNNs)

In CNNs sind Transformationen essenziell, um die Invarianz gegenuber
Anderungen in den Eingabedaten zu erhthen. Dies hilft dem Netzwerk,
robustere Merkmale zu lernen.

Datenaugmentation.

o Transformationen wie Rotation, Skalierung oder Verschiebung werden auf
Trainingsdaten angewendet, um klinstlich neue Daten zu erzeugen. Das
verbessert die Generalisierungsfahigkeit des Modells. Beispiele:

o Ein Bild kann leicht gedreht, vergroBert oder verschoben werden, um
verschiedene Perspektiven zu simulieren.

o Matrizen werden verwendet, um diese Transformationen effizient auf
Pixel oder Bildregionen anzuwenden.
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Pooling und Striding.

e In CNNs werden Transformationen wie Max-Pooling oder Average-Pooling
genutzt, um die Bilddimensionen zu reduzieren. Diese Transformationen
kénnen ebenfalls als Matrixoperationen verstanden werden.

Affine Transformationen in Feature Maps:

e Nach der Faltung (Convolution) werden affine Transformationen verwendet,
um Feature Maps zu skalieren, zu verschieben oder zu drehen. Dies kann
helfen, Muster unabhangig von ihrer Position oder GroBe zu erkennen.

3. Vorteile der Matrix-basierten Transformationen

1. Effizienz:
o Matrizenoperationen sind hochoptimiert und kdnnen mehrere
Transformationen in einer einzigen Rechenoperation zusammenfassen.
2. Flexibilitat:
o Sie erlauben komplexe Transformationen durch einfache Modifikationen
der Matrix.
3. Parallelisierung:
o Durch GPUs oder TPUs kénnen Transformationen auf grofien
Datenmengen gleichzeitig durchgefihrt werden.
4. Kontinuierlichkeit:
o Matrizen ermaglichen flieBende und prazise Transformationen ochne
Qualitatsverlust (im Vergleich zu diskreten Ansatzen).

4. Beispiele fur Matrix-Transformationen

Beispiel 1: Rotation eines Bildes

Ein Punkt P = (1, 0) wird um 90° gedreht:

Pl

Beispiel 2: Datenaugmentation in CNNs

Ein Bild wird um 10% skaliert und 5 Pixel nach rechts verschoben:

1.1 0 5
S=10 11 0

0 0 1

Zusammenfassung
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Matrizen sind unverzichtbar fur Transformationen in neuronalen Netzwerken.
Sie ermaoaglichen die prazise Manipulation von Bilddaten, die Invarianz
gegenlber Anderungen in Eingabedaten und die effiziente Verarbeitung
groBer Datenmengen. Diese Eigenschaften sind besonders wichtig in CNNs,
da sie zur Verbesserung der Modellrobustheit und der Erkennung komplexer
Merkmale beitragen.
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D: Parallelverarbeitung:

Matrizenoperationen sind hochgradig parallelisierbar, wodurch sie ideal fur
Berechnungen auf GPUs oder TPUs sind. Das beschleunigt das Training und
die Ausfuhrung neuronaler Netzwerke erheblich.

Die Parallelverarbeitung von Matrizenoperationen ist ein zentraler Vorteil, der
neuronale Netzwerke effizient und skalierbar macht. Sie nutzt die Hardware-
Architektur moderner GPUs und TPUs optimal aus, um groBe Datenmengen schnell
zu verarbeiten. Hier ist eine detaillierte Erklarung:

1. Warum sind Matrizenoperationen parallelisierbar?

¢ Unabhangige Berechnungen: Jede Elementoperation in einer Matrixmultiplikation oder einer
anderen Matrizenoperation ist unabhangig von den anderen. Zum Beispiel bei der
Multiplikation von zwei Matrizen A (m x n) und B (n X p) wird jedes Element der Ergebnis-

Matrix C' (m X p) berechnet durch:

i1
Cij = E Qi bkj
k=1

Hier kénnen die Berechnungen fiir jedes Element ¢;; unabhéngig voneinander durchgefihrt

werden, was die Parallelisierung einfach macht.

Massive Datenmengen: In neuronalen Netzwerken enthalten Gewichtsmatrizen, Eingabedaten
und Gradienten oft Millionen oder Milliarden von Elementen, die gleichzeitig verarbeitet werden

kénnen.

« Massive Datenmengen: In neuronalen Netzwerken enthalten
Gewichtsmatrizen, Eingabedaten und Gradienten oft Millionen oder
Milliarden von Elementen, die gleichzeitig verarbeitet werden kénnen.

2. Nutzung von GPUs und TPUs

« GPU (Graphics Processing Unit): GPUs bestehen aus Tausenden von
Kernen, die speziell fur parallele Berechnungen optimiert sind. Sie
eignen sich hervorragend fur die Verarbeitung von Matrizenoperationen
wie:

Matrixmultiplikationen
Elementweise Operationen (z. B. Aktivierungsfunktionen)
Konvolutionen in CNNs

GPUs verteilen die Berechnungen auf viele Kerne und fuhren sie
gleichzeitig aus, wodurch die Geschwindigkeit gegenuber CPUs (Central
Processing Units) um ein Vielfaches gesteigert wird.
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« TPU (Tensor Processing Unit): TPUs, entwickelt von Google, sind
speziell fur maschinelles Lernen optimierte Prozessoren. Sie nutzen
Tensoroperationen (erweiterte Matrizenoperationen) und bieten:

o Noch héhere Parallelisierung

o Hardwarebeschleunigung fur neuraonale Netzwerke (z. B. Convolutional
Layers, Recurrent Layers)
o Energieeffizienz im Vergleich zu GPUs

3. Anwendungen der Parallelisierung in neuronalen Netzwerken

Training neuronaler Netzwerke:

e Das Training umfasst eine Vielzahl von Matrizenoperationen:
o Vorwartspropagation: Berechnung der gewichteten Summen und
Aktivierungen fur jede Schicht.
o Rickwartspropagation: Berechnung der Gradienten durch Ableitungen
und Matrixmultiplikationen.
o Gewichtsaktualisierungen: Update-Regeln wie Gradient Descent
nutzen parallele Matrizenoperationen.
¢ GPUs und TPUs beschleunigen diese Berechnungen erheblich, insbesondere
bei groBen Datensatzen und komplexen Maodellen.

Datenaugmentation:

e Transformationen wie Rotationen, Skalierungen oder Verschiebungen von
Eingaben kénnen ebenfalls parallel auf groBen Datenmengen durchgefuhrt
werden.

Batch-Verarbeitung:

¢ In neuronalen Netzwerken wird die Eingabe haufig in Batches verarbeitet
(mehrere Eingaben gleichzeitig). Jede Eingabe im Batch wird unabhangig
transformiert und berechnet, wodurch die Vorteile der Parallelverarbeitung
vollstandig genutzt werden.

Inference (Modellausfihrung):

e Die Berechnung der Vorhersagen eines trainierten Modells (Inference) nutzt
ebenfalls parallele Matrizenoperationen. Dies ist besonders wichtig bei
Anwendungen mit niedriger Latenz, wie z. B. Spracherkennung, Bilderkennung
oder Echtzeitverarbeitung.

4. Effizienzgewinne durch Parallelverarbeitung
« Beschleunigung: Parallelisierung reduziert die Laufzeit von

Matrizenoperationen exponentiell. Ein Training, das auf einer CPU
Stunden dauert, kann auf einer GPU in Minuten durchgefuhrt werden.
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o Skalierbarkeit: GroRere Datensdtze und komplexere Modelle (wie z. B. Transformer-
Netzwerke oder GPT-ahnliche Modelle) kbnnen effizient verarbeitet werden.

« Energieeffizienz: Wahrend CPUs fur kleinere Aufgaben effizient sind,
bieten GPUs und TPUs bessere Energieeffizienz fir massive parallele
Aufgaben wie das Training und die Inference neuronaler Netzwerke.

5. Beispiele fiir parallele Matrizenoperationen

Matrixmultiplikation:

Matrixmultiplikation:

Zwei Matrizen A (1000 x 1000) und B (1000 x 1000) multiplizieren:

¢ Ohne Parallelisierung: Die Operation hat 10° Multiplikationen und Additionen.

e Mit Parallelisierung: Auf einer GPU mit 1000 Kernen werden die Berechnungen in parallelisierten

Blocken durchgefiihrt.

Convolutional Layers in CNNs:

e Faltungen in CNNs sind stark parallelisierbare Operationen. Jeder Filter wird gleichzeitig auf
unterschiedliche Bildregionen angewendet.

6. Frameworks fiir parallele Berechnungen

Verschiedene Frameworks nutzen GPUs und TPUs, um Matrizenoperationen
zu parallelisieren:

e TensorFlow: Unterstiutzt GPU-Beschleunigung und TPU-Optimierung.
e PyTorch: Nutzt GPUs fur schnelle Berechnungen und bietet eine dynamische

Graphstruktur.
o JAX: Speziell fur wissenschaftliches Computing und maschinelles Lernen
optimiert.
Zusammenfassung

Die Parallelverarbeitung von Matrizenoperationen ist essenziell, um die
Geschwindigkeit und Effizienz neuronaler Netzwerke zu maximieren. Sie
ermoglicht das Training und die Inference groBer Modelle, die sonst
unpraktisch waren. GPUs und TPUs bieten die ideale Hardware fur diese
Operationen, und moderne Frameworks nutzen diese Technologien, um die
Leistung von neuronalen Netzwerken signifikant zu steigern.
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E: Backpropagation und Gradientenberechnung:

In der Ruckwartspropagation werden Matrizen verwendet, um Gradienten
effizient zu berechnen, die benotigt werden, um die Gewichtungen in
neuronalen Netzwerken zu aktualisieren.

Backpropagation (Rickwartspropagation) ist der zentrale Algorithmus fur das
Training neuronaler Netzwerke. Matrizen spielen dabei eine Schlisselrolle, da sie die
Berechnung der Gradienten effizient organisieren und beschleunigen. Diese
Gradienten geben an, wie stark die Gewichtungen in den Netzwerkschichten
angepasst werden mussen, um den Fehler zu minimieren. Hier eine ausfuhrliche
Erklarung:

1. Was ist Backpropagation?
Backpropagation ist ein Algorithmus, der den Fehler eines neuronalen
Netzwerks (Differenz zwischen vorhergesagtem und tatsachlichem Ergebnis)

berechnet und die Gewichtungen iterativ anpasst. Der Prozess besteht aus
zwei Hauptschritten:
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1. Vorwirtspropagation (Forward Pass):

¢ Die Eingaben werden durch das Netzwerk propagiert, um die Ausgabe (Vorhersage) zu

berechnen.

e Die Matrizenoperationen beinhalten Gewichtungen (W) und Biases (B):
Z=W-X+B
A = Aktivierungsfunktion(Z)
2. Riickwartspropagation (Backward Pass):

e Der Fehler wird vom Ausgang zurlick zur Eingabe propagiert, um die Gradienten der
Gewichtungen (0W) und Biases (0 B) zu berechnen.

. Gradientenberechnung mit Matrizen

Die Gradientenberechnung basiert auf der Kettenregel der Differentiation und Matrizenoperationen:

a) Fehlerfunktion (Loss Function):
* Eine typische Fehlerfunktion ist der Mean Squared Error (MSE) oder Cross-Entropy-Loss:
N
1 N
Loss = N ;(yi — )2
Hier sind g; die tatsdchlichen Werte und g; die Vorhersagen.
b) Ableitung der Fehlerfunktion:

* Der Fehlergradient in Bezug auf die Ausgabe des Netzwerks () wird berechnet:

dLoss

= —2(y — 1
9 (y—9)
) Gradienten fiir Gewichtungen und Biases:
e Fir jede Schicht im Netzwerk berechnen wir die Gradienten der Gewichtungen (W) und Biases (

By:

JLoss

=4 A"

ow
¢ {: Fehlergradient der aktuellen Schicht (wird durch die Kettenregel berechnet)
o« AT Transponierte Aktivierungen der vorherigen Schicht

OLoss

)
0B

3. Backpropagation in Matrizenform
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Backpropagation kann vollstandig in Matrizenoperationen ausgedruckt
werden, was ihre Effizienz und Parallelisierbarkeit erhéht. Der Prozess far
eine Schicht Il sieht wie folgt aus:

1. Berechnung des Fehlers in der aktuellen Schicht:

OLoss

) _
o7 = 3z

Hier wird der Gradient der Aktivierungsfunktion verwendet:

50 _ dLoss

8A®

2. Berechnung der Gradienten der Gewichtungen:
OLoss

aw

3. Berechnung der Gradienten fiir die vorherige Schicht:

- Aktivierungsfunktion'(Z O )

=50 . (A(f—l))T

sU-1) (WU])T .o

4. Effizienz durch Matrizenoperationen

* Parallele Berechnung: Matrizen erméglichen die gleichzeitige Berechnung von Gradienten fiir
alle Neuronen einer Schicht. Statt jede Verbindung einzeln zu berechnen, erfolgt die Berechnung

fiir alle Verbindungen in einer Schicht als Matrixmultiplikation.

e Batch-Verarbeitung: Matrizen erlauben die Verarbeitung mehrerer Eingaben (Batches) in einem

Schritt. Die Gradienten werden fiir alle Beispiele im Batch gleichzeitig berechnet.

. Optimierungsalgorithmus

ie berechneten Gradienten werden verwendet, um die Gewichtungen und Biases zu aktualisieren.

in typischer Algorithmus ist der Gradient Descent:

OLoss
oW

JLoss
8B

W=W-n
B=B-—-nq

* 7): Lernrate (Steuert die GréBe der Anpassung)

4. Effizienz durch Matrizenoperationen

Parallele Berechnung: Matrizen ermoglichen die gleichzeitige Berechnung
von Gradienten fur alle Neuronen einer Schicht. Statt jede Verbindung einzeln
zu berechnen, erfolgt die Berechnung fur alle Verbindungen in einer Schicht
als Matrixmultiplikation.
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o Batch-Verarbeitung: Matrizen erlauben die Verarbeitung mehrerer Eingaben
(Batches) in einem Schritt. Die Gradienten werden fur alle Beispiele im Batch
gleichzeitig berechnet.

5. Optimierungsalgorithmus

Die berechneten Gradienten werden verwendet, um die Gewichtungen und Biases zu aktualisieren.

Ein typischer Algorithmus ist der Gradient Descent:

OLoss

W=W— n W

dLoss
0B

B=B-—nq

e 1) Lernrate (Steuert die GroBe der Anpassung)

Erweiterte Optimierer wie Adam, RMSProp oder Momentum nutzen
ebenfalls die Gradienten, berechnen jedoch zusatzlich gewichtete
Mittelwerte oder Variationen der Gradienten, um das Training zu
stabilisieren.

6. Vorteile der Matrizen-basierten Backpropagation

o Effizienz: Matrizenoperationen sind optimiert fur parallele Berechnungen auf
GPUs/TPUs.

o Kompaktheit: Die gesamte Gradientenberechnung fir eine Schicht erfolgt in
einer einzigen Matrixmultiplikation.

o Skalierbarkeit: GroBe Netzwerke mit Millionen von Parametern kénnen
effizient trainiert werden.

7. Beispiel fiir eine einzelne Schicht
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Gegeben:

=
Eingaben X = [ !
I3

Gewichtsmatrix W = [

W11 Wi2
Wa1 W

Ausgabe A = ReLU(W - X + B)

Zielwerte Y = [91]

UYa

Gradientenberechnung:

1. Fehlergradient:
2. Gradienten fiir Gewichtungen:

3. Bias-Gradient:

Zusammenfassung

Backpropagation ist der Schlissel zum Training neuronaler Netzwerke, und
Matrizen sind das Fundament dieser Methode. Sie ermoglichen die effiziente
Berechnung der Gradienten, die fur die Aktualisierung der Gewichtungen
erforderlich sind. Durch die Nutzung von Matrizenoperationen wird die
Backpropagation optimiert, parallelisiert und fur groB3e Netzwerke skalierbar
gemacht.
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